1 Kvantova mechanika - priklady

1.1 Trihladinovy stav

Zadani Céstice se spinem 1 a magnetickym momentem s se v ¢ase 0 < ¢t < T nachéz{ v homogennim
magnetickém poli indukce B, orientovaném podél osy z. Jeji hamiltonian je tedy
H= _MBSZ (1)

S, je operator projekce spinu do osy z. Vlastni vektory tohoto operatoru oznacime jako

Sil¢1) =11)  S:|g0) =0lgo)  S:lp-1) = —1|p-1) (2)
Vlastn{ vektory operdtoru projekce spinu do osy = S, oznaéime jako
Selxa)=1lx1)  Selxo) =0lx0)  Selx—1) = —1[x-1) (3)
Plat{
b= (00 +VEIB) +16-0) o) = = (o0 =161 Ix-1) = 5 (160) — VEIdo) +19-1))
Pocétecni stav je W
[(t =0)) = [x1) (5)

Spoctéte koncovy stav |¢(t = T')) a z néj pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v ¢ase t = T ve stavech s
projekei spinu do osy « rovnou 1, 0 a —1 (tj. ve stavech |x1), |xo0), [x—-1))

Moje reSeni Hledame vlastni hodnoty energie hamiltonidnu

Hlgp) = Ex|¢x)  k=1,0,—1 (6)

do této rovnice dosadime hamiltonian z rovnice 1
—uBS. |¢r) = By |¢e)  k=1,0,—1 (7)

a do této rovnice dosadime vlastni hodnoty operatoru S,

—uBk |pr) = Ey, |ér) k=1,0,-1 (8)
odtud
—uBk=E, k=1,0,—1 9)
{.
Ei=-uB Ey=0 FE_,—uB (10)

Casovy vyvoj vlastnich stavii operdtoru S, je

e i Bt gy k=1,0,—1 (11)
Pro stav |¢)) platf
90 = xa) = 2 lor) + 22 foo) + 2 [6-) (12)
9(E) = e HE for) + e HE g+ LetEt o) (13
Pravdépodobnosti, 7e se &dstice nachazi ve stavech |x1), [xo), [x_1) jsou
O ol [alb) (14



Dalw(®) = 1 ({61 + V2 ol + (6

) (;—;;Elt o)+ e )+ e '¢1>> "

L/l g i 1 _s

<X1|¢(t)> = 5 <2€_hE1t + e_ﬁEOt + 26_hE1t> (16)

1 /1 _s i 1 1 . . L
alw@i = 3 (Setmt oty Lomprat) (Lopmey chmoy Ltet) )
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balvl =1 [2 Foos TR eos T g s T t] (18)
: Eo— B Eo — B 1 B - E_
() =~ [ (1 eos P (1 eos P Et) 4 g (1 eos B ) <] 19
Zde pouzijeme vztah

1 —cos2z =1—cos’z +sin’z = 2sin’ x (20)

! Eo—F Ey— E_ B - E_

2204 2sin? 0y g2 0T Py g2 P Bt

[aly@)” = 1 [4 2sin o7 t — 2sin o7 t — sin 57 t} (21)

Po upraveni dostaneme

— Sin e

2 . .
=1- o i 37 22
b2 =1 = 5 sin? OBy S S Sy i? FLEL (22)
Podobné spocitame i zbylé dvé pravdépodobnosti
1 E,—-FE_
(ol () = 5 sin® ===t (23)
1 Ey—FE 1 Ey—E_ 1 E,—-FE_

2_ Sgp2Z0 Ty Sz 0T e, g2l T et

[(x—1|¥(t)]” = 5 Sin” —— t+ 5 Sin o7 t 4 Sin o7 t (24)

Je vidét, ze soucet téchto t¥i pravdépodobnosti je roven 1. Do vztahu 22, 23 a 24 dosadime vlastni
hodnoty energie ze vztahi 10

e =1~ sin? B7¢ - Zsin? 124 (25)
ol = sin® 21 (26)
- ahb()? = sin? 74— i B 27)

1.2 Priklady ze sbirky doc. Mgr. Tomase Tyce, Ph.D.
1.2.1 Priiklad 14

Zadani Dokazte, ze operdtor parity definovany vztahem ]51/)(30) = 9(—z) je hermitovsky. Déle
ukazte, ze vlastni vektory odpovidajici vlastnim hodnotdm 1 a —1 jsou ortogonalni.

Moje ifeSeni Pro libovolny operdtor A plati

(App))' = ()] A" (28)
Tedy pro operator pt plati
(P v(@))' = ()| P (29)
7 definice operatoru parity R
(()| P = ($(=z)| = (|$(~2)))" (30)



Porovnanim téchto dvou rovnic ziskdme

PHgp(a)) = [9(—x)) = P |¢(x)) (31)
Odtud
Pt =P (32)
tj. operator P je hermitovsky. Pro vlastni hodnoty A\ operatoru p plati
() = Prj(w) = (~) (33)
Np(—x) = Py(—z) = ¢(x) (34)

Z téchto dvou rovnic ziskdme A\?> = 1, tedy A = £1. Po dosazeni téchto hodnot do rovnice 33 ziskdme
rovnice pro vlastni stavy i1 a ¢_1

P1(z) = Py (x) = () (35)
—tp_1(z) = Py_1(z) = P_1(—2) (36)

tj. funkce 1 je sudd a ¥_q je lichd, tedy jejich skalarni sou¢in je roven nule a tyto funkce jsou
ortogonalni.

1.2.2 Priiklad 24

Zadani Najdéte vinovou funkci 1o (z) zdkladniho stavu harmonického oscildtoru z toho, ze vite, ze
ao(z) = 0. Anihilaéni operétor a vyjadiete v soufadnicové reprezentaci a feste vzniklou diferencialni
rovnici napt. metodou separace proménnych.

Moje feseni Vyjadiime anihila¢ni operator pomoci operatori hybnosti a soufadnice

G= ., s r (37)
~V 2n vV 2mwhp

Nyni oba operatory vyjadiime v soufadnicové reprezentaci

mw 1 0
i= ) e 2 38
¢ 2h v V2mwh 0x (38)

Operator a pusobi na vinovou funkci zdkladniho stavu harmonického oscilatoru

1 OYo(x)

mw
Tuto rovnici upravime na tvar
mw _ Op(x)
@ =5, (40)
odtud ziskdme )
mw x
Y =Inyg(z) —Inc (41)
kde —1Inc je integraéni konstanta. Odtud ziskdme FeSeni ve tvaru
Yo(z) = ce” T (42)

Konstantu ¢ uréime z normovaci podminky

1= /_O:O Yy (x)o(z)da = /_O:o e T dy = ey ;—Z (43)

mw _ mw, 2

Odtud



1.3 Dalsi priklady

1.3.1 Komutator {dQ,dTQ}

Zadani Spocitejte komutator [dz, dTQ} tak, aby se ve vysledku vyskytovaly pouze souciny nejvyse

dvou operatorti a, a'. Vyuzijte pfitom komutaéni relaci [a,af] = 1.

Moje reseni

“0 A2 2 at2 2,
[aQ,aT] = a%a" —al"a?

I
-~

>

>

[a,a') = aa’ —ala =1 (45)

@24 = (@+a)l+al@+a)
= 2(aa’ +a'a)

1.3.2 Spin elektronu

Zadani Elektron se nachdzi ve stavu |¢)) = a|z+) + [ |z—) takovém, ze stfedni hodnota prumétu
spinu do osy z je rovna nule. (a) Najdéte vSsechny dvojice ¢isel o, (3, pro které mé stav |¢)) uvede-
nou vlastnost. (b) S jakou pravdépodobnosti pii méfeni prumétu spinu do osy = v tomto stavu |i)
nalezneme hodnotu —i—%? (c) Jakd muze byt v tomto stavu stfedni hodnota prumétu spinu do osy z?
Uziteéna informace: Operdtory prumétu spinu v bazi {|z+) , |z—)} jsou

. hf{o0 1 . h{0 —i . h{1 0
S”C_z(l 0) Sy_2<i 0) SZ_2<0 1) (46)

a vlastni stavy S, jsou |z+) = % (lz+) £12-)).

Moje feSeni V bézi {|z+),|z—)} plati

|z+>=(é) o) =

7 definice operatoru dle vztahu 46 ziskdme

0
! ) (a7)

sz\z+>—’;(§) _°1>(}))— o) =2k (13)
sm=5(0 S )(9)=-3(1)--5= (49
st (1)()A(D 0w
o (0)()A0)



(a) Z toho, Ze zndme stfedni hodnotu operatoru S, ziskdme

0 = <S>
= <w|‘§’z|¢> R
= (a(z4|+ B(z—]) S: (a]z+) + Blz—))
= a*a(z+|S:]z4) + B°B(z — [S:|2=) + o Bz + [S:]e—) + Bralz — |S:]z+)

Zde pouzijeme rovnice 48 a 49

0 = laP ozt 1eH) —1BPh G — ) — @82 (2 - Jem) + Fra (e — |24

Zde vyuzijeme ortogonality bazovych vektoru

() =(e—lem) =1 (e+]e=)=(s—|ot) =

0 = 5 (laP-187)
0 = |af -8
o2 = |82

Absolutni hodnoty koeficientu «, § se rovnaji, tedy komplexni ¢isla o a 3 se lisi jen fazi ¢, tj.

o = (e’
7 normovaci podminky navic ziskame
1= () = (a (] + B (e=]) (a|zt) + B =) = |af® + |5
Odtud tedy

(55)

(b) Hleddme pravdépodobnost, s jakou se Edstice ve stavu 1) nachézi ve stavu |z+), tj. [(z + [¢) .

2

(@ + ) ‘ ((z+ 1+ (z =) (alz4) + Blz—))
f
Po roznasobeni a vyuziti rovnic 52 ziskame
) 2
o+ = |5 (a+)
f
i ?
= |52 (+e)

() (e
= i (2+¢€+e7)
i (2 + 2cos ¢)
= % (1 + cos ¢)
os? ¢

2



(c) Podobné jako v bodé (a) upravime stfedni hodnotu operatoru S, za vyuziti vztah 50 a 51

(8) = @WIS.lv)
= (et + (D) S (aleh) + Blz-)) A A
= afalz+[Sz|z4) + 8 8(z — |Sz|z—) + a*B{z + |Sz|z—) + B a(z — |Sz|2+)

= ol D {et1em) H1BP LGz — |=) + @Bz + [24) + Bradiz — |2
= g
= D (e + o)

_ El(€%¢+€w>

22
h h h
= §cosq§ € [—2,2}

1.3.3 Castice v nekoneéné hluboké potencialové jameé
Zadani Uvazujme &astici vazanou na interval [0, L] osy z, tedy ¢astici v nekoneéné hluboké po-
tencidlové jamé. V case t = 0 se ¢astice nachdzi ve stavu

b(x,0) = smﬁx+$n%m> (56)

1
VL ( L L
jde tedy o superpozici staciondrnich stavii s hodnotami energie Ey = Lhi a Fy = 4F4). Urcete
2mL

pravdépodobnost, ze soufadnice této ¢astice lezi v intervalu [O, %}, a to (a) v ¢ase t = 0, (b) v case

_ h
t=12

Moje feseni Plati

Y1 (z,0) = sin % o(x,0) = sin %Tx P(z,0) = \1F (11(z,0) + a(z,0)) (57)

Pro ¢asovy vyvoj stavi 1 a 1o plati

i 2
P1(x,t) = —# Bt gin 7123 Yo(x,t) = e w2t sin% (58)
Odtud ziskdame casovy vyvoj stavu ¥
V) = < (i) + (o) = = (PG T B ) (59)
z,t) = — x z,t)=—|e in e in
) \/Z 14y 2\, \/Z L L

Vsechny vyse uvedené vinové funkce 1, 12 a 1 jsou nulové na oblasti (—o0,0) U (L,00) a jsou
normované.
Pravdépodobnost, ze se ¢astice nachazi na intervalu [O, %} v Case t, je

AE¢%LU¢@¢mx (60)

Pomocny vypoéet Budeme potiebovat nasledujici tii integraly

= L/ sin® —dx

substituce: L ds Edm



1L (2
I; = Z;/jsin%ds
1 /21
= —/27(1—cos2s)ds
TJo 2
1 ..,z 1sin2s]2
- Wi 5]
27 s 2 g
_ 1
4
1[5 2
I, = I OZSiHQ%dx
2 2
substituce: s = %x ds = %daz
1L (™
I, = Z%/o sin? sds
1 1
= 2 ), 5(1—00828)(?18
1 S| 1 {sian}”
- 471' SO T 2 0
B 1
4
1[5 2
I3 = Z/ 281n%sm$dx
= L/ sin? —cosfdx
) T T
substituce: S—smf ds = ZCOS fdm
4 L
13 = L7T/S2d8

X

3 L
x| 2
sin I

3

4
g 0
1
3

(a) Pocitame integral 60 v ¢ase t =0

/0é Y*(z,0)Y(x,0)dz = L/ (sin+sin27£> dz

2 2
= Z/2 (sin2m+2sinmsinm+sin2m> dx
0

L L L L
= h+DL+13
14
N 3m
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(b) Pocitdme integrél 60 v case t = %ZL

1 (5 i i 9 ; 9
Y (z, t)p(x, t)dz = Z/Q (e_ﬁEltsinﬂ;%—e_hE?tsin 7?) <ehE1tsm i +eh tsin 236) dx

= L/ [bln2m+smﬂzsm?(e—n(El—Eﬁ +e” E(By— El)t)+sin2 7;0} de

2 2 E,—-F 2
= Z/OQ (Sinwr; +281n%sin zxcos lh 2t+sin22x>dx
E,—FE
= Il'f‘Iz-l-IgCOS%t
4 Ei—-FE
+—005172t

NN = N =N =
wW
3
>t
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