
1 Kvantová mechanika - př́ıklady

1.1 Tř́ıhladinový stav

Zadáńı Částice se spinem 1 a magnetickým momentem µ se v čase 0 ≤ t ≤ T nacháźı v homogenńım
magnetickém poli indukce B, orientovaném podél osy z. Jej́ı hamiltonián je tedy

Ĥ = −µBŜz (1)

Ŝz je operátor projekce spinu do osy z. Vlastńı vektory tohoto operátoru označ́ıme jako

Ŝz |φ1〉 = 1 |φ1〉 Ŝz |φ0〉 = 0 |φ0〉 Ŝz |φ−1〉 = −1 |φ−1〉 (2)

Vlastńı vektory operátoru projekce spinu do osy x Ŝx označ́ıme jako

Ŝx |χ1〉 = 1 |χ1〉 Ŝx |χ0〉 = 0 |χ0〉 Ŝx |χ−1〉 = −1 |χ−1〉 (3)

Plat́ı

|χ1〉 =
1
2

(
|φ1〉+

√
2 |φ0〉+ |φ−1〉

)
|χ0〉 =

1√
2

(|φ1〉 − |φ−1〉) |χ−1〉 =
1
2

(
|φ1〉 −

√
2 |φ0〉+ |φ−1〉

)
(4)

Počátečńı stav je
|ψ(t = 0)〉 = |χ1〉 (5)

Spočtěte koncový stav |ψ(t = T )〉 a z něj pravděpodobnosti nalezeńı částice v čase t = T ve stavech s
projekćı spinu do osy x rovnou 1, 0 a −1 (tj. ve stavech |χ1〉, |χ0〉, |χ−1〉)

Moje řešeńı Hledáme vlastńı hodnoty energie hamiltoniánu

Ĥ |φk〉 = Ek |φk〉 k = 1, 0,−1 (6)

do této rovnice dosad́ıme hamiltonián z rovnice 1

−µBŜz |φk〉 = Ek |φk〉 k = 1, 0,−1 (7)

a do této rovnice dosad́ıme vlastńı hodnoty operátoru Ŝz

−µBk |φk〉 = Ek |φk〉 k = 1, 0,−1 (8)

odtud
−µBk = Ek k = 1, 0,−1 (9)

tj.
E1 = −µB E0 = 0 E−1 = µB (10)

Časový vývoj vlastńıch stav̊u operátoru Ŝz je

e−
i
h̄

Ekt |φk〉 k = 1, 0,−1 (11)

Pro stav |ψ〉 plat́ı

|ψ(0)〉 = |χ1〉 =
1
2
|φ1〉+

√
2

2
|φ0〉+

1
2
|φ−1〉 (12)

|ψ(t)〉 =
1
2
e−

i
h̄

E1t |φ1〉+
√

2
2
e−

i
h̄

E0t |φ0〉+
1
2
e−

i
h̄

E−1t |φ−1〉 (13)

Pravděpodobnosti, že se částice nacháźı ve stavech |χ1〉, |χ0〉, |χ−1〉 jsou

|〈χ1|ψ(t)〉|2 |〈χ0|ψ(t)〉|2 |〈χ−1|ψ(t)〉|2 (14)
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〈χ1|ψ(t)〉 =
1
2

(
〈φ1|+

√
2 〈φ0|+ 〈φ−1|

)(1
2
e−

i
h̄

E1t |φ1〉+
√

2
2
e−

i
h̄

E0t |φ0〉+
1
2
e−

i
h̄

E−1t |φ−1〉
)

(15)

〈χ1|ψ(t)〉 =
1
2

(
1
2
e−

i
h̄

E1t + e−
i
h̄

E0t +
1
2
e−

i
h̄

E−1t
)

(16)

|〈χ1|ψ(t)〉|2 =
1
4

(
1
2
e−

i
h̄

E1t + e−
i
h̄

E0t +
1
2
e−

i
h̄

E−1t
)(

1
2
e

i
h̄

E1t + e
i
h̄

E0t +
1
2
e

i
h̄

E−1t
)

(17)

|〈χ1|ψ(t)〉|2 =
1
4

[
3
2

+ cos
E0 − E1

h̄
t+ cos

E0 − E−1

h̄
t+

1
2

cos
E1 − E−1

h̄
t

]
(18)

|〈χ1|ψ(t)〉|2 = −1
4

[(
1− cos

E0 − E1

h̄
t

)
+
(

1− cos
E0 − E−1

h̄
t

)
+

1
2

(
1− cos

E1 − E−1

h̄
t

)
− 4

]
(19)

Zde použijeme vztah
1− cos 2x = 1− cos2 x+ sin2 x = 2 sin2 x (20)

|〈χ1|ψ(t)〉|2 =
1
4

[
4− 2 sin2 E0 − E1

2h̄
t− 2 sin2 E0 − E−1

2h̄
t− sin2 E1 − E−1

2h̄
t

]
(21)

Po upraveńı dostaneme

|〈χ1|ψ(t)〉|2 = 1− 1
2

sin2 E0 − E1

2h̄
t− 1

2
sin2 E0 − E−1

2h̄
t− 1

4
sin2 E1 − E−1

2h̄
t (22)

Podobně spoč́ıtáme i zbylé dvě pravděpodobnosti

|〈χ0|ψ(t)〉|2 =
1
2

sin2 E1 − E−1

2h̄
t (23)

|〈χ−1|ψ(t)〉|2 =
1
2

sin2 E0 − E1

2h̄
t+

1
2

sin2 E0 − E−1

2h̄
t− 1

4
sin2 E1 − E−1

2h̄
t (24)

Je vidět, že součet těchto tř́ı pravděpodobnost́ı je roven 1. Do vztah̊u 22, 23 a 24 dosad́ıme vlastńı
hodnoty energie ze vztah̊u 10

|〈χ1|ψ(t)〉|2 = 1− sin2 µB

2h̄
t− 1

4
sin2 µB

h̄
t (25)

|〈χ0|ψ(t)〉|2 =
1
2

sin2 µB

h̄
t (26)

|〈χ−1|ψ(t)〉|2 = sin2 µB

2h̄
t− 1

4
sin2 µB

h̄
t (27)

1.2 Př́ıklady ze sb́ırky doc. Mgr. Tomáše Tyce, Ph.D.

1.2.1 Př́ıklad 14

Zadáńı Dokažte, že operátor parity definovaný vztahem P̂ψ(x) = ψ(−x) je hermitovský. Dále
ukažte, že vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńım hodnotám 1 a −1 jsou ortogonálńı.

Moje řešeńı Pro libovolný operátor A plat́ı(
Â |ψ(x)〉

)†
= 〈ψ(x)| Â† (28)

Tedy pro operátor P̂ † plat́ı (
P̂ † |ψ(x)〉

)†
= 〈ψ(x)| P̂ (29)

Z definice operátoru parity
〈ψ(x)| P̂ = 〈ψ(−x)| = (|ψ(−x)〉)† (30)
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Porovnáńım těchto dvou rovnic źıskáme

P̂ † |ψ(x)〉 = |ψ(−x)〉 = P̂ |ψ(x)〉 (31)

Odtud
P̂ † = P̂ (32)

tj. operátor P̂ je hermitovský. Pro vlastńı hodnoty λ operátoru P̂ plat́ı

λψ(x) = P̂ψ(x) = ψ(−x) (33)

λψ(−x) = P̂ψ(−x) = ψ(x) (34)

Z těchto dvou rovnic źıskáme λ2 = 1, tedy λ = ±1. Po dosazeńı těchto hodnot do rovnice 33 źıskáme
rovnice pro vlastńı stavy ψ1 a ψ−1

ψ1(x) = P̂ψ1(x) = ψ1(−x) (35)

−ψ−1(x) = P̂ψ−1(x) = ψ−1(−x) (36)

tj. funkce ψ1 je sudá a ψ−1 je lichá, tedy jejich skalárńı součin je roven nule a tyto funkce jsou
ortogonálńı.

1.2.2 Př́ıklad 24

Zadáńı Najděte vlnovou funkci ψ0(x) základńıho stavu harmonického oscilátoru z toho, že v́ıte, že
âψ0(x) = 0. Anihilačńı operátor â vyjádřete v souřadnicové reprezentaci a řešte vzniklou diferenciálńı
rovnici např. metodou separace proměnných.

Moje řešeńı Vyjádř́ıme anihilačńı operátor pomoćı operátor̊u hybnosti a souřadnice

â =
√
mω

2h̄
x̂+ i

1√
2mωh̄

p̂ (37)

Nyńı oba operátory vyjádř́ıme v souřadnicové reprezentaci

â =
√
mω

2h̄
x+ h̄

1√
2mωh̄

∂

∂x
(38)

Operátor â p̊usob́ı na vlnovou funkci základńıho stavu harmonického oscilátoru√
mω

2h̄
xψ0(x) + h̄

1√
2mωh̄

∂ψ0(x)
∂x

= 0 (39)

Tuto rovnici uprav́ıme na tvar

−mω
h̄
xψ0(x) =

∂ψ0(x)
∂x

(40)

odtud źıskáme

−mω
h̄

x2

2
= lnψ0(x)− ln c (41)

kde − ln c je integračńı konstanta. Odtud źıskáme řešeńı ve tvaru

ψ0(x) = ce−
mω
2h̄

x2
(42)

Konstantu c urč́ıme z normovaćı podmı́nky

1 =
∫ ∞

−∞
ψ∗0(x)ψ0(x)dx =

∫ ∞

−∞
c2e−

mω
h̄

x2
dx = c2

√
πh̄

mω
(43)

Odtud

ψ0(x) = 4

√
mω

πh̄
e−

mω
2h̄

x2
(44)
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1.3 Daľśı př́ıklady

1.3.1 Komutátor
[
â2, â†

2
]

Zadáńı Spoč́ıtejte komutátor
[
â2, â†

2
]

tak, aby se ve výsledku vyskytovaly pouze součiny nejvýše

dvou operátor̊u â, â†. Využijte přitom komutačńı relaci [â, â†] = 1.

Moje řešeńı[
â2, â†

2
]

= â2â†
2 − â†

2
â2

= âââ†â† − â†â†ââ

= âââ†â† − â†âââ† + â†âââ† − â†â†ââ

= (âââ† − â†ââ)â† + â†(âââ† − â†ââ)
= [âââ† − ââ†â+ ââ†â− â†ââ]â† + â†[âââ† − ââ†â+ ââ†â− â†ââ]
= [â(ââ† − â†â) + (ââ† − â†â)â]â† + â†[â(ââ† − â†â) + (ââ† − â†â)â]

Zde využijeme komutačńı relace
[â, â†] = ââ† − â†â = 1 (45)[

â2, â†
2
]

= (â+ â)â† + â†(â+ â)

= 2(ââ† + â†â)

1.3.2 Spin elektronu

Zadáńı Elektron se nacháźı ve stavu |ψ〉 = α |z+〉 + β |z−〉 takovém, že středńı hodnota pr̊umětu
spinu do osy z je rovna nule. (a) Najděte všechny dvojice č́ısel α, β, pro které má stav |ψ〉 uvede-
nou vlastnost. (b) S jakou pravděpodobnost́ı při měřeńı pr̊umětu spinu do osy x v tomto stavu |ψ〉
nalezneme hodnotu + h̄

2? (c) Jaká může být v tomto stavu středńı hodnota pr̊umětu spinu do osy x?
Užitečná informace: Operátory pr̊umět̊u spinu v bázi {|z+〉 , |z−〉} jsou

Ŝx =
h̄

2

(
0 1
1 0

)
Ŝy =

h̄

2

(
0 −i
i 0

)
Ŝz =

h̄

2

(
1 0
0 −1

)
(46)

a vlastńı stavy Ŝx jsou |x±〉 = 1√
2
(|z+〉 ± |z−〉).

Moje řešeńı V bázi {|z+〉 , |z−〉} plat́ı

|z+〉 =

(
1
0

)
|z−〉 =

(
0
1

)
(47)

Z definice operátor̊u dle vztahu 46 źıskáme

Ŝz|z+〉 =
h̄

2

(
1 0
0 −1

)(
1
0

)
=
h̄

2

(
1
0

)
=
h̄

2
|z+〉 (48)

Ŝz|z−〉 =
h̄

2

(
1 0
0 −1

)(
0
1

)
= − h̄

2

(
0
1

)
= − h̄

2
|z−〉 (49)

Ŝx|z+〉 =
h̄

2

(
0 1
1 0

)(
1
0

)
=
h̄

2

(
0
1

)
=
h̄

2
|z−〉 (50)

Ŝx|z−〉 =
h̄

2

(
0 1
1 0

)(
0
1

)
=
h̄

2

(
1
0

)
=
h̄

2
|z+〉 (51)
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(a) Z toho, že známe středńı hodnotu operátoru Ŝz, źıskáme

0 =
〈
Ŝz

〉
= 〈ψ|Ŝz|ψ〉
= (α 〈z+|+ β 〈z−|) Ŝz (α |z+〉+ β |z−〉)
= α∗α〈z + |Ŝz|z+〉+ β∗β〈z − |Ŝz|z−〉+ α∗β〈z + |Ŝz|z−〉+ β∗α〈z − |Ŝz|z+〉

Zde použijeme rovnice 48 a 49

0 = |α|2 h̄
2
〈z + |z+〉 − |β|2 h̄

2
〈z − |z−〉 − α∗β

h̄

2
〈z + |z−〉+ β∗α

h̄

2
〈z − |z+〉

Zde využijeme ortogonality bázových vektor̊u

〈z + |z+〉 = 〈z − |z−〉 = 1 〈z + |z−〉 = 〈z − |z+〉 = 0 (52)

0 =
h̄

2

(
|α|2 − |β|2

)
0 = |α|2 − |β|2

|α|2 = |β|2

Absolutńı hodnoty koeficient̊u α, β se rovnaj́ı, tedy komplexńı č́ısla α a β se lǐśı jen fáźı φ, tj.

α = βeiφ (53)

Z normovaćı podmı́nky nav́ıc źıskáme

1 = 〈ψ|ψ〉 = (α 〈z+|+ β 〈z−|) (α |z+〉+ β |z−〉) = |α|2 + |β|2 (54)

Odtud tedy

|α|2 = |β|2 =
1
2

(55)

(b) Hledáme pravděpodobnost, s jakou se částice ve stavu |ψ〉 nacháźı ve stavu |x+〉, tj. |〈x+ |ψ〉|2.

|〈x+ |ψ〉|2 =
∣∣∣∣ 1√

2
(〈z + |+ 〈z − |) (α|z+〉+ β|z−〉)

∣∣∣∣2
Po roznásobeńı a využit́ı rovnic 52 źıskáme

|〈x+ |ψ〉|2 =
∣∣∣∣ 1√

2
(α+ β)

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣ 1√
2
β
(
1 + eiφ

)∣∣∣∣2
=

1
2
|β|2

(
1 + eiφ

) (
1 + e−iφ

)
=

1
4

(
2 + eiφ + e−iφ

)
=

1
4

(2 + 2 cosφ)

=
1
2

(1 + cosφ)

= cos2
φ

2
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(c) Podobně jako v bodě (a) uprav́ıme středńı hodnotu operátoru Ŝx za využit́ı vztah̊u 50 a 51〈
Ŝx

〉
= 〈ψ|Ŝx|ψ〉

= (α 〈z+|+ β 〈z−|) Ŝx (α |z+〉+ β |z−〉)
= α∗α〈z + |Ŝx|z+〉+ β∗β〈z − |Ŝx|z−〉+ α∗β〈z + |Ŝx|z−〉+ β∗α〈z − |Ŝx|z+〉

= |α|2 h̄
2
〈z + |z−〉+ |β|2 h̄

2
〈z − |z+〉+ α∗β

h̄

2
〈z + |z+〉+ β∗α

h̄

2
〈z − |z−〉

=
h̄

2
(α∗β + β∗α)

=
h̄

2
|β|2

(
e−iφ + eiφ

)
=

h̄

2
1
2

(
e−iφ + eiφ

)
=

h̄

2
cosφ ∈

[
− h̄

2
,
h̄

2

]

1.3.3 Částice v nekonečně hluboké potenciálové jámě

Zadáńı Uvažujme částici vázanou na interval [0, L] osy x, tedy částici v nekonečně hluboké po-
tenciálové jámě. V čase t = 0 se částice nacháźı ve stavu

ψ(x, 0) =
1√
L

(
sin

πx

L
+ sin

2πx
L

)
(56)

(jde tedy o superpozici stacionárńıch stav̊u s hodnotami energie E1 = π2h̄2

2mL2 a E2 = 4E1). Určete

pravděpodobnost, že souřadnice této částice lež́ı v intervalu
[
0, L

2

]
, a to (a) v čase t = 0, (b) v čase

t = πh̄
E1

.

Moje řešeńı Plat́ı

ψ1(x, 0) = sin
πx

L
ψ2(x, 0) = sin

2πx
L

ψ(x, 0) =
1√
L

(ψ1(x, 0) + ψ2(x, 0)) (57)

Pro časový vývoj stav̊u ψ1 a ψ2 plat́ı

ψ1(x, t) = e−
i
h̄

E1t sin
πx

L
ψ2(x, t) = e−

i
h̄

E2t sin
2πx
L

(58)

Odtud źıskáme časový vývoj stavu ψ

ψ(x, t) =
1√
L

(ψ1(x, t) + ψ2(x, t)) =
1√
L

(
e−

i
h̄

E1t sin
πx

L
+ e−

i
h̄

E2t sin
2πx
L

)
(59)

Všechny výše uvedené vlnové funkce ψ1, ψ2 a ψ jsou nulové na oblasti (−∞, 0) ∪ (L,∞) a jsou
normované.
Pravděpodobnost, že se částice nacháźı na intervalu

[
0, L

2

]
v čase t, je

∫ L
2

0
ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx (60)

Pomocný výpočet Budeme potřebovat následuj́ıćı tři integrály

I1 =
1
L

∫ L
2

0
sin2 πx

L
dx

substituce: s =
πx

L
ds =

π

L
dx
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I1 =
1
L

L

π

∫ π
2

0
sin2 sds

=
1
π

∫ π
2

0

1
2

(1− cos 2s) ds

=
1
2π

[s]
π
2
0 − 1

π

[
sin 2s

2

]π
2

0

=
1
4

I2 =
1
L

∫ L
2

0
sin2 2πx

L
dx

substituce: s =
2πx
L

ds =
2π
L

dx

I2 =
1
L

L

2π

∫ π

0
sin2 sds

=
1
2π

∫ π

0

1
2

(1− cos 2s) ds

=
1
4π

[s]π0 −
1
π

[
sin 2s

2

]π
0

=
1
4

I3 =
1
L

∫ L
2

0
2 sin

πx

L
sin

2πx
L

dx

=
4
L

∫ L
2

0
sin2 πx

L
cos

πx

L
dx

substituce: s = sin
πx

L
ds =

π

L
cos

πx

L
dx

I3 =
4
L

L

π

∫
s2ds

=
4
π

[
s3

3

]

=
4
π

[
sin3 πx

L

3

]L
2

0

=
4
3π

(a) Poč́ıtáme integrál 60 v čase t = 0∫ L
2

0
ψ∗(x, 0)ψ(x, 0)dx =

1
L

∫ L
2

0

(
sin

πx

L
+ sin

2πx
L

)2

dx

=
1
L

∫ L
2

0

(
sin2 πx

L
+ 2 sin

πx

L
sin

2πx
L

+ sin2 2πx
L

)
dx

= I1 + I2 + I3

=
1
2

+
4
3π
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(b) Poč́ıtáme integrál 60 v čase t = πh̄
E1∫ L

2

0
ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx =

1
L

∫ L
2

0

(
e−

i
h̄

E1t sin
πx

L
+ e−

i
h̄

E2t sin
2πx
L

)(
e

i
h̄

E1t sin
πx

L
+ e

i
h̄

E2t sin
2πx
L

)
dx

=
1
L

∫ L
2

0

[
sin2 πx

L
+ sin

πx

L
sin

2πx
L

(
e−

i
h̄
(E1−E2)t + e−

i
h̄
(E2−E1)t

)
+ sin2 2πx

L

]
dx

=
1
L

∫ L
2

0

(
sin2 πx

L
+ 2 sin

πx

L
sin

2πx
L

cos
E1 − E2

h̄
t+ sin2 2πx

L

)
dx

= I1 + I2 + I3 cos
E1 − E2

h̄
t

=
1
2

+
4
3π

cos
E1 − E2

h̄
t

=
1
2

+
4
3π

cos
3E1

h̄

πh̄

E1

=
1
2

+
4
3π

cos 3π

=
1
2
− 4

3π
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